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Un encuentro entre las matemáticas y la
teoría de escalas musicales: Escalas bien formadas
por
Marco Castrillón y Manuel Domínguez
Resumen. En este artículo se presenta un nuevo punto de encuentro entre
las matemáticas y la música, más concretamente entre la teoría de escalas
musicales, la aritmética, la geometría del círculo y la combinatoria algebraica
de palabras. En primer lugar se formaliza la noción de escala. A continuación
se muestra cómo muchas de las escalas que más se utilizan pertenecen todas
al mismo tipo: las escalas bien formadas. El objetivo último del artículo es
mostrar tres caracterizaciones distintas de este tipo de escalas que conectan
nociones matemáticas tales como desarrollos en fracción continua simple, líneas
poligonales estrelladas regulares y palabras de Christoffel.
Preliminares
Desde que la escuela Pitagórica estableció la relación entre los intervalos musicales
de octava, quinta y cuarta con las fracciones 21 ,
3
2 y
4
3 , los encuentros a lo largo
de la historia entre Música y Matemáticas han sido numerosos. En esta línea, el
presente trabajo pretende conectar nociones de distintas ramas de las matemáticas
con la teoría de las escalas musicales. Como se justificará en la sección 1, las escalas
pueden pensarse como subconjuntos finitos de R/Z ' [0, 1) y, por tanto, quedan
representadas geométricamente como líneas poligonales inscritas en el círculo unidad.
En la sección 2 se analizan las propiedades de un tipo importante de escalas, las
escalas generadas, que se corresponden con la idea intuitiva de líneas poligonales
regulares. El principal resultado de la sección nos lo ofrece el teorema de los tres
pasos, que clasifica los tipos de estas escalas generadas: toda escala generada divide a
la circunferencia en arcos que pueden ser, o todos iguales, o de dos o tres longitudes
distintas. El primer caso sólo se da si el generador es racional y se corresponde
con los polígonos regulares estrellados. El segundo caso —la línea poligonal regular
determina arcos de dos longitudes distintas— coincide, esencialmente, con las escalas
bien formadas. El ejemplo más importante de este tipo de escala es la determinada
por las teclas blancas del piano (escala de Do Mayor), que tiene dos tipos de intervalos
distintos: tono y semitono.
En la parte central del artículo (sección 3), presentamos las bases de la teoría
de escalas bien formadas: se ofrecen distintas caracterizaciones de estas escalas en
términos de las líneas poligonales estrelladas regulares inscritas en el círculo (seccio-
nes 3.1 y 3.2) y del desarrollo en fracción continua simple del generador (sección 3.3).
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Se probará por último que el patrón de una escala bien formada (sucesión de inter-
valos largos y cortos) es un tipo de palabra finita de dos letras muy especial, llamada
palabra de Christoffel (sección 3.4). Por último, la sección 4 resume los resultados
esenciales descritos en este artículo.
A lo largo de este trabajo se hará uso de ciertas nociones aritméticas básicas que
presentamos a continuación.
Definición. Se llama fracción continua a toda expresión del tipo
[a0; a1, a2, a3, . . .] = a0 +
1
a1 +
1
a2 +
1
a3 + · · ·
donde, en principio, los ai pueden ser números arbitrarios. Si los ai, para i = 1, 2, . . .,
son enteros positivos, la expresión suele denominarse fracción continua simple.
Como es bien sabido, todo número irracional puede escribirse de manera única
como desarrollo en fracción continua simple infinita. Si el número es racional, admi-
te dos desarrollos finitos distintos, pues [a0; a1, . . . , an + 1] = [a0; a1, . . . , an, 1]. Se
llama k-ésimo convergente del desarrollo [a0; a1, a2, . . .] al número racional pkqk =
[a0; a1, a2, . . . , ak] y semiconvergente a todo número del tipo [a0; a1, . . . , ak−1, j],
con 0 < j < ak, siendo ak > 1.
Los (semi-)convergentes (convergentes o semiconvergentes) de un número pueden
calcularse de forma recursiva (ver [16, Teorema 1]):
Proposición 1. Dado θ = [a0; a1, a2, . . .], usemos pkqk = [a0; a1, . . . , ak] para denotar
el k-ésimo convergente de θ, k ≥ 0, como fracción irreducible. Entonces, se verifica:
[a0; a1, . . . , ak−1, r] =
pk−2 + pk−1r
qk−2 + qk−1r
con 0 < r ≤ ak y k ≥ 2.
La siguiente propiedad ofrece una interpretación geométrica de los coeficientes del
desarrollo en fracción continua simple de un número real θ ∈ (0, 1). Puede deducirse
fácilmente a partir del cálculo recursivo de los coeficientes de la fracción continua
(ver [15, Teorema 161]).
Proposición 2. Sea 0 < θ < 1 irracional y sea [0; a1, a2, a3, . . .] su desarrollo en
fracción continua. Se verifica que a1 es el número de veces que cabe un intervalo de
longitud θ1 = θ en el intervalo [0, 1] dejando de resto al final un intervalo de longitud
θ2, que a su vez cabe a2 veces en el intervalo de longitud θ1, dejando un intervalo de
longitud θ3, y así indefinidamente para θk y ak.
Otra noción que resultará de gran utilidad al analizar ciertas propiedades de las
escalas es la familia de las series de Farey. Se llama serie de Farey FN de orden N
a la sucesión creciente de fracciones irreducibles, comprendidas entre 0 y 1 y cuyo
denominador es menor o igual a N . Por ejemplo, el siguiente conjunto ordenado es
la serie de Farey de orden 5:
F5 =
{
0
1 ,
1
5 ,
1
4 ,
1
3 ,
2
5 ,
1
2 ,
3
5 ,
2
3 ,
3
4 ,
4
5 ,
1
1
}
.
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Figura 1: Árbol de Stern-Brocot.
Puede observarse cómo el determinante formado por los numeradores y denomina-
dores de dos fracciones consecutivas de F5 vale −1. Esta propiedad caracteriza a las
fracciones consecutivas de una serie de Farey:
Proposición 3. Si dos fracciones irreducibles p1q1 <
p2
q2
son consecutivas en una
serie de Farey FN (N ≥ ma´x(q1, q2)), entonces∣∣∣∣p1 p2q1 q2
∣∣∣∣ = −1.
Se llama mediación (ver [5]) de dos fracciones a1b1 y
a2
b2
a la fracción a1+a2b1+b2 . En
el ejemplo de F5 puede observarse cómo, para cada tres fracciones consecutivas, la
del medio es la mediación de las otras dos. Ésta es también una propiedad esencial
de las ternas de fracciones consecutivas en una serie de Farey FN :
Proposición 4. Si las fracciones irreducibles p1q1 <
p3
q3
< p2q2 son consecutivas en FN
(N ≥ ma´x(q1, q2, q3)), entonces
p3
q3
= p1 + p2
q1 + q2
.
Los anteriores resultados nos ofrecen una forma de representar al conjunto de
racionales comprendidos entre 0 y 1 sobre los nodos de un árbol binario, llamado
árbol de Stern-Brocot (ver figura 1). En él, cada fracción es la mediación de las
fracciones a izquierda y derecha en el nivel inmediato superior. Entonces, si en la
fila N no se tienen en cuenta las fracciones de denominador mayor que N , aparece
la serie de Farey FN (en la figura, de la última fila se obtendría F4).
1. Aproximación matemática a la noción de escala
En el mundo que nos rodea, todo sonido —esto es, toda vibración del aire (fluc-
tuación de la presión del aire)— puede descomponerse, en buena medida, como una
combinación de «sonidos puros». En estos sonidos puros la presión del aire viene
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determinada por una función periódica del tiempo del tipo p(t) = A sen(2pift), don-
de A es la presión máxima de la onda y f la frecuencia o número de ciclos (ondas
de presión o periodos) por segundo. La presión máxima de la onda determina la
intensidad del sonido, o volumen con el que lo percibimos, mientras que la frecuen-
cia, que suele medirse en Herzios (Hz) o ciclos por segundo, determina su altura:
las frecuencias altas se corresponden con sonidos agudos, mientras que las frecuen-
cias bajas se corresponden con sonidos graves. Otra propiedad esencial del sonido
es el timbre: dos instrumentos musicales distintos que toquen una misma nota de
frecuencia f producirán sonidos muy diferentes. Esto es así debido a que la combina-
ción de «sonidos puros» que producen ambos instrumentos al reproducir una misma
nota es también muy diferente.
De entre toda la posible gama continua de frecuencias, a menudo nos limitamos a
un conjunto discreto dentro de cada tesitura (rango de alturas propio de cada voz o
instrumento). Por ejemplo, en un piano hay doce teclas, doce posible sonidos, en cada
octava. Al delimitar nuestro ambiente de trabajo, estamos determinando una escala.
Podemos definir una escala, grosso modo, como un conjunto fijo de frecuencias que se
puede transportar a las distintas tesituras. Dado que el presente artículo analiza las
propiedades matemáticas de un cierto tipo de escala musical, de los cuatro aspectos
fundamentales de un sonido, intensidad, timbre, altura y duración, a partir de ahora
nos vamos a centrar sólo en la altura, dejando de lado los otros tres. Diremos que
estamos trabajando con tonos.
Un tono musical queda, pues, completamente determinado por la frecuencia de la
onda sonora que produce el sonido. Al estudiar tonos, tan importante es considerar
su frecuencia absoluta como la frecuencia relativa respecto de otro tono (razón de
frecuencias). Esto es debido a que la mayor parte de las personas no distinguimos
las frecuencias absolutas (no tenemos oído absoluto), pero sí la relación entre las
frecuencias de ciertos sonidos; si unas son más graves que otras. A la razón entre las
frecuencias se le llama intervalo.
Dado un tono de frecuencia f , el tono de frecuencia 2f se dice que está una octava
por encima del primero. Por lo general resulta complicado distinguir dos tonos cuya
distancia es de una octava. De hecho, si se hace cantar a la vez una misma melodía
a una mujer, a un hombre y a un niño, se obtendrá una sola línea melódica en la que
las voces de los tres cantantes se fundirán casi por completo. En términos musicales
esto se expresa diciendo que el intervalo 2 ∈ R+ es el más consonante. El subgrupo
〈2〉 ⊂ R+ de las octavas, 〈2〉 = {2k; k ∈ Z}, establece una relación de equivalencia
sobre el conjunto de frecuencias F : f ∼ f ′ ⇔ f = 2kf ′ para algún k ∈ Z (f y f ′
determinan la misma nota módulo octavas).
Definición. Se llama octava O al conjunto cociente F/〈2〉. A los elementos de O
se les llama notas musicales.
Una vez fijada una frecuencia f ∈ F , podemos identificar F con el conjunto de
intervalos R+ mediante el morfismo
F φf−→ R+
g 7−→ g/f
La Gaceta ? Artículos 91
que asigna a cada frecuencia g ∈ F la distancia —el intervalo— que separa g de f .
Según esto, la órbita del elemento f respecto de la acción del grupo 〈2〉 en el
conjunto R+ se identifica con las progresiones geométricas de primer término 1 y
razones 2 y 12 . Es decir, las octavas que se obtienen a partir de una frecuencia
fija f se representan en R+ como intervalos de longitudes potencias enteras de 2. Si
queremos que cada octava con la que trabajemos tenga la misma longitud, tendremos
que tomar log2 y obtendremos octavas de longitud 1. Hay un segundo motivo por
el que interesa trabajar con logaritmos de frecuencias: el oído humano aprecia las
distancias entre dos tonos no por la diferencia de sus frecuencias, sino por la razón
entre las mismas. Esta es la conocida como ley de Weber-Fechner, según la cual la
relación entre estímulo y percepción es logarítmica. Por ejemplo, la distancia entre
dos tonos de frecuencias 200Hz y 500Hz será percibida similar a la existente entre
los tonos de frecuencias 500Hz y 1250Hz.
Podemos resumir todas las consideraciones anteriores mediante el siguiente cua-
dro conmutativo:
F

φf //

R+
log2 //


R
F/〈2〉 // R+/〈2〉
 log2 // R/Z

pi
Ejemplo 1. Supongamos que fijamos la frecuencia f = 440Hz (que corresponde con
la frecuencia estándar de la nota La por encima del Do central del piano). Veamos
cómo se recorre el anterior diagrama en uno y otro sentido. La frecuencia f ∈ F se
corresponde con 0 ∈ R/Z vía pi ◦ log2 ◦ φf . Si tomamos otra frecuencia cualquiera,
por ejemplo g = 500, se le asignará log2( 500440 ) ' 0.184 42 en R/Z. Recíprocamente se
puede calcular la frecuencia que corresponde a cualquier valor de R/Z dentro de la
escala que determinan dos notas La consecutivas, 440Hz y 880Hz. Por ejemplo, la
nota a la que corresponde 0.25 ∈ R/Z es 20.25 · 440 ' 523.25Hz.
Así pues, una vez fijada una frecuencia, el conjunto de intervalos de la octava O
se identifica con la circunferencia R/Z vía log2. Podemos concluir que:
«. . . el estudio de la octava es equivalente al estudio de la geometría
intrínseca de una circunferencia orientada.» [20]
Damos, por fin, una definición rigurosa de escala:
Definición. Se llama escala de N notas a todo subconjunto ordenado Σ de N
elementos de la circunferencia R/Z:
Σ = {0 ≤ x0 < x1 < · · · < xN−1 < 1} ⊂ R/Z.
Llamaremos paso a la distancia xi+1 − xi entre notas consecutivas xi, xi+1 de la
escala.
El paso al cociente R → R/Z equivale a la toma de la parte decimal de un
número, {x} = x− [x] donde [x] es la parte entera de x, y por ello es posible también
estudiar la octava mediante las partes decimales de números reales.
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Figura 2: Dos escalas importantes: la cromática y la diatónica.
A partir de ahora supondremos que la primera nota de cada escala está situada
en el cero (x0 = 0). De otro modo bastaría con rotar el círculo hasta hacer coincidir
la primera nota con el punto correspondiente al 0 de R/Z.
Ejemplo 2. Se llama escala de temperamento igual de N notas a la escala Σ =
{0, 1N , 2N , . . . , N−1N }. Estas escalas se representan geométricamente mediante vértices
de polígonos regulares inscritos en la circunferencia R/Z. En la figura 2 (izquierda)
se muestra la escala de temperamento igual de 12 notas, que se corresponde con los
sonidos que producen 12 teclas consecutivas del piano.
Ejemplo 3. La escala diatónica de Do Mayor (figura 2, derecha), formada por
7 teclas blancas del piano consecutivas a partir de un Do, se corresponde con el
siguiente subconjunto de la escala de temperamento igual de 12 notas:{
0, 212 ,
4
12 ,
6
12 ,
7
12 ,
9
12 ,
11
12
}
.
2. Escalas generadas. Teorema de los 3 pasos
El intervalo más consonante, la octava, nos sirve para pasar al cociente e iden-
tificar sonidos módulo octavas. El segundo intervalo más consonante, la quinta jus-
ta pura, que se corresponde con la razón de frecuencias 32 , nos puede servir para
construir una escala mediante múltiplos enteros de log2
( 3
2
)
= {log2 3}. Esta escala
generada por quintas se denomina escala pitagórica (ver figura 7):
{0, {log2 3}, {2 log2 3} , . . . , {(N − 1) log2 3}} .
Dado que 3k nunca es una potencia de 2, ninguna escala generada por quintas
coincide con la escala de temperamento igual. Sin embargo, hay ocasiones en las
que la escala de temperamento igual puede ser una buena aproximación de la escala
generada por quintas. Esto es así cuando
( 3
2
)N está cerca de algún número entero;
o bien, en notación logarítmica, cuando {N log2 3} ' 0. Por ejemplo, {7 log2 3} '
0.094, por lo que la escala diatónica de 7 notas (ejemplo 3) aproxima a la de 7 notas
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Figura 3: La escala generada por θ se
reproduce en la circunferencia como
un polígono estrellado cuyos arcos tie-
nen una amplitud 2piθ.
Figura 4: Primera y última nota
de la escala Γ(θ,N).
pitagórica (figura 7). Mejor aproximación es la que ofrece la escala pitagórica de 12
notas con respecto a la de temperamento igual de 12 notas, puesto que {12 log2 3} '
0.0195. Puede encontrarse un completo análisis del problema de los temperamentos
musicales en [6].
La noción de escala pitagórica puede generalizarse a la de escala generada por
un generador θ ∈ [0, 1) y un número de notas N > 1 arbitrarios:
Definición. Se llama escala generada de N notas y generador θ a la escala
Γ(θ,N) = {{kθ}, k = 0, 1, . . . , N − 1}.
Geométricamente, la construcción de escalas generadas por θ equivale al trazado
de líneas poligonales estrelladas en la circunferencia de longitud 1 (ver figura 3). Si
dibujamos líneas poligonales de este tipo, podremos observar cómo los arcos en los
que queda dividida la circunferencia siempre tienen como máximo tres longitudes
distintas. En términos musicales: toda escala generada tiene como mucho 3 pasos
distintos. Por ejemplo, en los cuadros 1 y 2 se muestran cómo las escalas de 4 y 5
notas generadas por {e} = 0.718 . . . tienen, respectivamente, 2 y 3 pasos distintos.
Este hecho, llamado conjetura de Steinhaus o de los tres pasos, fue demostrado
simultáneamente por Sós [23] y Świerczkowski [24] en 1958. Desde entonces se han
realizado numerosas formulaciones equivalentes del problema y de su demostración,
unas desde un punto de vista aritmético ([22], [21]), otras dentro de la combinatoria
algebraica de palabras (ver [3]).
Ofrecemos a continuación una demostración basada en ideas generales de N. B.
Slater en [22], pero adaptada a la notación y lenguaje de las escalas musicales.
Teorema 1 (de los tres pasos). El número de pasos distintos de la escala Γ(θ,N)
es 1, 2 o 3.
Demostración. Sean a y b ∈ {1, . . . , N − 1} tales que
x1 = {aθ} = mı´n
1≤k≤N−1
{kθ}, xN−1 = {bθ} = ma´x
1≤k≤N−1
{kθ},
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Notas Pasos
x0 = 0 x1 − x0 = 0.154
x1 = 0.154 x2 − x1 = 0.282
x2 = 0.436 x3 − x2 = 0.282
x3 = 0.718 1− x3 = 0.282
Cuadro 1: Γ({e}, 4).
Notas Pasos
x0 = 0 x1 − x0 = 0.154
x1 = 0.154 x2 − x1 = 0.282
x2 = 0.436 x3 − x2 = 0.282
x3 = 0.718 x4 − x3 = 0.154
x4 = 0.872 1− x4 = 0.128
Cuadro 2: Γ({e}, 5).
de modo que α = {aθ} y β = 1 − {bθ} son el primero y último paso de la escala
(figura 4). Según {aθ}+ {bθ} sea ≤ 1 o ≥ 1, tendremos:
{(a+ b)θ} =
{
{aθ}+ {bθ} ≤ 1 ⇒ {bθ} < {(a+ b)θ} ≤ 1,
{aθ}+ {bθ} − 1 ≥ 0 ⇒ 0 ≤ {(a+ b)θ} < {aθ}.
Se deduce que {(a+b)θ} está en el arco que determinan xN−1 y x1, como se muestra
en la figura 4.
Calculemos a continuación la longitud del intervalo determinado por dos notas
arbitrarias {rθ} > {sθ} de la escala:
{rθ} − {sθ} =
{
{(r − s)θ} ≥ mı´n{kθ} = α si r > s,
1− {(s− r)θ} ≥ 1−ma´x{kθ} = β si s > r.
En el primer caso, si {(r− s)θ} = α, entonces {rθ} y {sθ} deben ser notas consecu-
tivas. En efecto, si existiese t ∈ {1, . . . , N − 1} tal que {rθ} > {tθ} > {sθ}, o bien
t > s, y entonces {tθ} − {sθ} = {(t − s)θ} ≥ α que es imposible; o bien t < s, y
entonces r > t con lo que {(r − t)θ} ≥ α, otra vez imposible. Del mismo modo se
prueba que, si 1−{(s− r)θ} = β, {sθ} y {rθ} son notas consecutivas. Por todo ello,
tenemos N − a pasos de longitud α:
{(r + a)θ} − {rθ} = α ∀r = 0, 1, . . . , N − a− 1 (1)
y N − b pasos de longitud β:
1− {bθ}, {(r − b)θ} − {rθ} = β ∀r = b+ 1, . . . , N − 1. (2)
Queda por determinar la longitud de N − (N − a) − (N − b) = a + b − N pasos.
Obsérvese que, por definición de a y b, {(a+b)θ} no puede ser una nota de la escala,
con lo que a+b ≥ N . Si N = a+b, todos los pasos son de los dos tipos anteriores, α
y β, que se reducen a uno sólo en caso de que α = β.1 Supongamos por último que
a+ b > N . Vamos a demostrar que la longitud de los N − (a+ b) pasos restantes es
α+β. Puesto que quedan por computar los a+b−N pasos cuyos extremos inferiores
son las notas
{kθ}, con k ∈ {N − a,N − a+ 1, . . . , b− 1},
1Si θ = p
q
y N ≥ q, entonces la escala coincide con un q-gono regular estrellado cuyos pasos
miden todos 1
q
.
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determinemos cuándo se hace mínima la longitud de los intervalos con extremo inicial
dichas notas, {νθ} − {kθ}, siendo {νθ} > {kθ}.
Si ν > k, dado que ν − k < N − (N − a) = a, se tiene que {νθ} − {kθ} =
{(ν − k)θ} > α = {aθ}. Por tanto,
{(ν − k)θ} = {aθ − (a− ν + k)θ} = {aθ}+ 1− {(a− ν + k)θ} ≥ α+ β
y la igualdad se alcanza si y sólo si a− ν + k = b, esto es, ν = a+ k − b.
Un razonamiento análogo conduce al mismo resultado si k > ν.
En resumen, si k ∈ {N − a,N − a + 1, . . . , b − 1}, las notas {(k + a − b)θ} y {kθ}
son consecutivas y el paso que determinan tiene longitud α+ β.
La siguiente proposición profundiza el resultado del teorema de los tres pasos
(teorema 1) al determinar los valores de N para los que Γ(θ,N) tiene dos pasos
distintos. Para ilustrar su demostración, se recoge en la figura 5 el caso particular
de θ = [0; 3, 2, 3, 4, . . .] ' 0.2912 . . .
Proposición 5. Sea 0 < θ < 1 un número irracional. La escala Γ(θ,N) tiene
exactamente dos intervalos si y sólo si N es el denominador de un semiconvergente
M/N de θ. En ese caso, además, xM = {θ}.
Demostración. Vamos a probar de forma recursiva que los valores de N y M
para los que Γ(N, θ) tiene exactamente dos intervalos distintos y xM = {θ} veri-
fican las ecuaciones recurrentes dadas en la proposición 1 para los numeradores y
denominadores de los (semi-)convergentes de θ.
Es obvio que, por la proposición 2, los valores N = 2, . . . , a1 + 1 determinan
todos escalas con exactamente dos pasos distintos (ver figura 5(a)). En todos los
casos M = 1. Nótese además que N = a1 es el denominador del primer convergente
y M = 1 su numerador. Para N = 1 + a1 hay a1 pasos de longitud θ1 = θ y uno de
longitud θ2 = 1− a1θ1.
Si generamos una nota más, esto es, si tomamos N = a1 + 2, el intervalo deter-
minado entre las notas x0 y x1 = θ1 queda dividido en otros dos, de longitudes θ2 y
θ1− θ2. Por ello, si queremos encontrar la siguiente escala con dos pasos, tendremos
que dividir todos los pasos de longitud θ1 en otros dos, de longitudes θ1 − θ2 y θ2.
Para ello se necesitan a1 notas más, es decir, el siguiente N con exactamente dos
pasos es N = a1 + 1 + a1 = 2a1 + 1, por lo que ahora x1 = θ1 − θ2 y M = 2 (ver
figura 5(b)).
Según la proposición 2, el intervalo de longitud θ2 cabe a2 veces en el de longi-
tud θ1, por lo que las siguientes escalas con dos pasos tendrán N = 1 + ra1 notas y
θ = xr, siendo r = 2, . . . , a2 + 1. Nótese que para r = a2 se recuperan el numerador
y denominador del segundo convergente
p2 = a2, q2 = 1 + a1a2;
y para r = a2 + 1, es decir
M = 1 + a2, N = 1 + a1(a2 + 1) = a1 + q2,
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(b) N = a1a2 + 1.(c) N = a1a2 + 1 + a1. (d)N =2(a1a2+1)+a1.Figura 5: Cuatro escalasgeneradasporθ= [0;3 ,2 ,3,4, . . .] dedospasos.tenemos q2=1+a1a2 intervalosde longitudθ2 y q1=a1 interva los de long itudθ3,d los cuales, entre x0 y xM ={θ} hay p2 =a2 interva los d longitudθ2y p1 =1intervalo d long itud θ3 (v figura 5(c)).Al generarahora una nota más, el interva lo de long itud θ2 que va de xN−1 ax0=0 qued dividido e dos, de longitudesθ3 y θ2−θ3 .Porell o, la siguienteesca lcondos pasos se btiene a l p rtir endos todos los intervalos de longitu θ2 . P rel lo se necesitan 1+a1a2 pasos más, es decir, el siguiente N conexactamentedosintervaloses N= (a2+1)+1+a1a2=a1+(1+a1a2)·2 , y el correspo dienteva l deM es1+a2 2 =1 a2·2(verfigura 5(d)). Asíconsecutivament hasta que,por laproposición2 ,setiene xN−1=θ2−a3θ3.LosvaloresN =a1+(1+a1a1)r , conr =2, . . . , a3+1tienenexactamente dos interval , yad másse tiene M= +a2r.Nótese que para r = a3 s recuperan el numerador y el denominador del ter econvergente:p3 =1+a2a3 =p1+p2a3, q3=a1 +(1 +a1a2)a3=q1 +q2a3;y para r =a3+1, es decir,M =1+a2(a3+1)=a2+(1 +a2a3)=p2+p3,N a1+(1+a1a1)(a3 +1)=(1+a1a2)+(a1+(1+a1a2)a3)=q2+q3,
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tenemos q3 intervalos de longitud θ3 y q2 intervalos de longitud θ4, de los cuales, entre
x0 y {θ} hay p3 intervalos de longitud θ3 y p2 intervalos de longitud θ4. Siguiendo
el razonamiento anterior, los siguientes valores de N con exactamente dos intervalos
son
N = q2 + q3r, r = 2, . . . , a4 + 1,
para los cuales, además,
M = p2 + p3r, r = 2, . . . , a4 + 1.
Y así, recurrentemente, se tiene que los valores N con exactamente dos intervalos
son los de la forma
N = qk−2 + qk−1r, r = 1, . . . , ak,
para los cuales, además,
M = pk−2 + pk−1r, r = 1, . . . , ak,
como queríamos demostrar en virtud de la proposición 1.
Si el generador es racional, la escala puede tener dos pasos sin que el número de
notas sea el denominador de un (semi-)convergente:
Proposición 6. Si Γ(θ,N) es una escala generada por θ = pq = [0; a1, . . . , ak] ∈ Q
siendo ak > 1 y p
′
q′ = [0; a1, . . . , ak − 1] es el penúltimo (semi-)convergente de θ:
1. Γ tiene un único paso distinto si N ≥ q.
2. Γ tiene dos pasos distintos si se verifica alguna de las dos condiciones siguien-
tes:
a) N es el denominador de un convergente o semiconvergente de θ.
b) q′ < N < q.
3. Γ tiene tres pasos en cualquier otro caso.
Obsérvese que, si N = q′, los pasos de la escala son del tipo α y 2α, por lo
que todas las escalas Γ(θ,N) con q′ < N < q van a tener dos pasos distintos,
mientras que, si N ≥ q, se obtiene un polígono regular estrellado y la escala es de
temperamento igual.
3. Introducción a la teoría de escalas bien formadas
A lo largo del último tercio del siglo XX un grupo de teóricos musicales han
centrado su atención en analizar las propiedades que dan estructura a las escalas
más frecuentes, desarrollando así un campo propio de la teoría de la música: la teoría
de conjuntos diatónicos. Entre los principales objetivos de esta teoría podemos citar:
1. Identificar y generalizar las propiedades que caracterizan a las escalas más
frecuentes.
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2. Proponer modelos de escalas microtonales (con pasos menores que en la escala
de temperamento igual de 12 notas) basados en las anteriores propiedades.
3. Analizar, desde un punto de vista estructural, los motivos por los que algunos
tipos de escalas han tenido tanta importancia a lo largo de la historia y de las
distintas culturas.
El núcleo de la teoría de conjuntos diatónicos está constituido por los trabajos de
Gerald Balzano ([4]), Eytan Agmon ([1] y [2]) y John Clough ([12] y [13]). N. Carey
y D. Clampitt ([9], [10] y [11]) lograron unificar gran parte de las nociones de la
teoría de conjuntos diatónicos al introducir las escalas bien formadas (escalas WF,
del inglés well-formed scales). Las definen a partir de dos propiedades que pueden
verificar las escalas generadas por quintas (θ = log2
( 3
2
)
): la propiedad de clausura y
la propiedad de simetría.
Una escala generada Γ(θ,N) verifica la propiedad de clausura cuando, al generar
una nota más ({Nθ}), ésta cae en el arco de circunferencia comprendido entre la
última nota, xN−1, y la primera, x1 (figura 4). Como se vio implícitamente en la
demostración del teorema 5, la propiedad de clausura está relacionada de modo
directo con el hecho de que N sea el denominador de un convergente del generador
de la escala θ.
Para describir la propiedad de simetría, N. Carey y D. Clampitt colocan las
n primeras notas de la escala generada por quintas (Fa-Do-Sol-. . . ) en n puntos
equidistantes de la circunferencia y luego trazan la poligonal desde la nota más
grave (Fa) hasta la más aguda. Si el polígono estrellado que resulta es regular, la
escala verifica la propiedad de simetría (ver figuras 6(a) y 6(b)).
En la siguiente sección establecemos una definición formal de las escalas bien
formadas para después (sección 3.2) proponer una definición equivalente de estas
escalas que está estrechamente relacionada con la propiedad de simetría. A conti-
nuación (sección 3.3) se prueba que las escalas WF verifican la propiedad de clausura
y están, por tanto, estrechamente ligadas con los semiconvergentes del generador ele-
gido. En particular se probará que las escalas bien formadas de generador irracional
tienen pasos de dos longitudes distintas. En la última sección (sección 3.4) se es-
tudia la forma en la que estos dos pasos se distribuyen en la escala. Para ello se
introducirán las nociones necesarias de teoría de palabras.
3.1. Escalas bien formadas
En un polígono estrellado regular como los de la figura 6(a), el orden de los
vértices a medida que se recorre la poligonal y el orden según el sentido antihorario
sobre la circunferencia, siempre empezando por el x0, están relacionados de una
manera muy particular. Esta idea es el punto de partida de la definición de escala
bien formada.
Dado k ∈ Z∗N = {x ∈ ZN tales que (x,N) = 1}, denotemos por τk el automor-
fismo del grupo aditivo ZN definido como
τk : ZN −→ ZN
i 7−→ ki mo´d N.
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(a) Las escalas pitagóricas de {1, 2, 3, 5, 7, 12} notas
cumplen el principio de simetría.
(b) Las escalas pitagóricas de {4, 6, 8, 9, 10, 11} notas
no lo cumplen.
Figura 6: Escalas generadas por quintas de {1, 2, . . . , 12} notas.
Definición. Sea Γ(θ,N) = {0 = x0 < x1 < · · · < xN−1} una escala de N notas
generada por θ. Se dice que Γ está bien formada, o que Γ es una escala WF, si
existe un M ∈ Z∗N , llamado multiplicador de la escala, tal que
{kθ} = xτM (k) ∀k = 0, 1, . . . , N − 1.
La condición anterior puede plantearse del siguiente modo equivalente:
{kθ} = xτM (k) ∀k ∈ ZN ⇔ {τM∗(k)θ} = xk ∀k ∈ ZN ,
siendo M∗ = M−1 mo´d N . Así, una escala es WF de multiplicador M si y sólo si
la secuencia ordenada de notas es
0 = {0M∗θ} < {M∗θ} < {2M∗θ} < · · · < {(N − 1)M∗θ} < 1,
donde los coeficientes de θ están reducidos mód N .
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Figura 7: Escala de 7 notas generada por {log2 (3)} (quintas justas). Puede obser-
varse que el multiplicador de la escala es 4, esto es xτ4(i) = {iθ} ∀i ∈ ZN .
En una escala bien formada, la k-ésima nota generada es la τM (k)-ésima en orden
natural; τM transforma el orden de generación en el orden natural de la escala y,
por tanto, {θ} = xM . Al revés, τM∗ transforma el orden natural en el de generación
y, en particular, x1 = {M∗θ}.
El ejemplo más sencillo de escala WF es el de las escalas de temperamento igual:
Ejemplo 4. Si θ = pN < 1 es una fracción irreducible, entonces la escala Γ(
p
N , N)
se denomina escala bien formada degenerada de N notas. Obsérvese que x1 =
{p∗ pN } = 1N y, por tanto,
{kθ} =
{
kp
N
}
= xkp = xτp(k).
En consecuencia, Γ( pN , N) es una escala WF de multiplicador p con un solo paso de
longitud 1N .
Un segundo ejemplo importante de escala bien formada es la generada por quintas
justas:
Ejemplo 5. Γ ({log2 3}, 7) es una escala WF de multiplicador 4 (ver figura 7).
Y un último ejemplo importante de escala WF es la escala que producen las
teclas blancas de un piano afinado cromáticamente a temperamento igual (escala de
Do Mayor):
Ejemplo 6. Γ
( 7
12 , 7
)
=
{
0, 212 ,
4
12 ,
6
12 ,
7
12 ,
9
12 ,
11
12
}
es WF de multiplicador 4.
3.2. Escalas WF y generador uniforme
Sea Γ(θ,N) = {0 = x0 < x1 < · · · < xN−1} una escala generada y consideremos
(ni)i∈ZN tal que {iθ} = xni . Esto es, (ni) es la permutación que transforma el orden
de generación ({kθ}) en el orden natural (xi).
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(a) Γ({log2 5}, 9) no tiene generador uniforme. (b) Γ({log2 5}, 7) sí tiene generador uniforme.
Figura 8: Dos ejemplos de escalas generadas por la tercera mayor «justa» (el inter-
valo cuya relación de frecuencias es 54 ).
Definición. La escala generada Γ(θ,N) tiene generador uniforme si existe una
constante k ∈ ZN , llamada salto del generador, tal que ni+1 = ni + k mo´d N ,
∀i = 0, 1, . . . , N − 2.
Geométricamente, Γ(θ,N) tiene generador uniforme si entre cada par de notas
generadas consecutivamente hay el mismo número de notas. Esta condición equivale
a que el polígono estrellado que se construiría de forma análoga a los que aparecen en
la figura 6 sea regular. Puede darse, por tanto, una definición formal de la propiedad
de simetría a partir de la noción de generador uniforme.
Ejemplo 7. En la figura 8(a) se muestra cómo el salto del generador de la escala
Γ({log2 5}, 9) se descompone, según los casos, en 2 o 3 pasos. No es, por tanto,
uniforme. Sin embargo en la figura 8(b) se muestra cómo Γ({log2 5}, 7) sí tiene
generador uniforme, pues entre cada par de notas generadas consecutivamente hay
siempre exactamente otra nota.
El siguiente resultado muestra la equivalencia entre las nociones de escala bien
formada y escala con generador uniforme:
Proposición 7. La escala Γ(θ,N) es WF de multiplicador M si y sólo si Γ(θ,N)
tiene generador uniforme de salto M .
Demostración. Por definición, Γ(θ,N) es WF de multiplicador M si xτM (k) =
{kθ} ∀k ∈ ZN ; pero, a su vez,
xτM (k) = {kθ} ∀k ∈ ZN ⇔ nk = τM (k) ∀k ∈ ZN
⇔ nk+1 = Mk +M = nk +M ∀k ∈ ZN ,
y esto último equivale a que la escala tiene generador uniforme de salto M .
En resumen, en una escala bien formada de N notas y multiplicador M , el salto
del generador se descompone siempre en M pasos.
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3.3. Escalas WF y desarrollo en fracción continua simple del gene-
rador
Teorema 2. Sea 0 < θ < 1 un número irracional. La escala Γ(θ,N) está bien
formada y tiene multiplicador M ∈ Z∗N si y sólo si MN es un (semi-)convergente del
generador θ.
Demostración. =⇒ Bastará probar, por la proposición 5, que la escala WF
Γ(θ,N) de multiplicador M tiene dos pasos. Obsérvese que, al ser la escala bien
formada, xi+1 − xi = {(M∗(i+ 1) mo´d N) · θ} − {(M∗i mo´d N) · θ}. Esta expre-
sión alcanza exactamente dos posibles valores, {M∗θ} y 1− {(N −M∗)θ}, que son
distintos por ser θ irracional y M∗ primo con N .
⇐= Sea MN (irreducible) un (semi-)convergente de θ; probemos que la escala
Γ(θ,N) está bien formada y su multiplicador es M . Por la proposición 5, la escala
tiene dos pasos. Siguiendo la notación de la demostración del teorema de los tres
pasos, N = a + b siendo x1 = {aθ} y xN−1 = {bθ} la primera y última notas de la
escala. A partir de las ecuaciones (1) y (2) de la demostración de dicho teorema, es
posible escribir xi+1 en función de xi = {rθ} del siguiente modo:
xi+1 =
{
{(r + a)θ} ⇔ r + a ≤ N − 1,
{(r − b)θ} = {(r + a−N)θ} ⇔ N ≤ r + a < 2N.
Esto equivale a que xj = {τa(j)θ} ∀j = 1, . . . , N − 1 y, por definición, la escala
Γ(θ,N) está bien formada y tiene multiplicador a∗ = a−1 mo´d N . Hemos concluido
pues, según la proposición 5, xM = {θ}, por lo que a∗ = M .
Corolario 1. Si θ es irracional, la escala generada Γ(θ,N) es WF si y sólo si tiene
2 pasos distintos.
Puede probarse que, si el generador es racional, las escalas WF son exactamente
las recogidas en los apartados 1) y 2a) de la proposición 6.
Observación. M. J. Garmendia y J. A. Navarro definen en [19] las escalas pitagó-
ricas como aquellas escalas generadas por quintas que tienen únicamente dos pasos
distintos. Demuestran que esto ocurre precisamente si el número de notas generadas
coincide con el denominador de un (semi-)convergente del generador log2
( 3
2
)
. Es
interesante apreciar cómo estos autores apuntan a la noción de escala bien formada
de una forma totalmente independiente a la de N. Carey y D. Clampitt.
3.4. Escalas WF y palabras de Christoffel
Con mucha frecuencia es necesario estudiar las propiedades aritméticas y com-
binatorias de ciertas cadenas de caracteres: por ejemplo, al presentar los elementos
de un grupo no conmutativo finito-generado, o las fórmulas que pueden generarse
a partir de una gramática formal, o los posibles caminos en un digrafo (autómata
finito), o también las codificaciones de ciertas trayectorias de puntos en sistemas
dinámicos. . . La combinatoria de palabras surge de este modo como resultado de la
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búsqueda de un camino común a todos estos problemas, que provienen de campos
tan diversos como la teoría de números, la teoría de grupos, la geometría diferen-
cial. . . A partir de los años 80, la combinatoria de palabras se consolida como rama
de la matemática discreta, al recopilarse una serie de trabajos sobre el análisis de
las propiedades de ciertos tipos de cadenas de caracteres, bajo el pseudónimo de
M. Lothaire, primero en [17], y más adelante en [18].
La escala diatónica es una sucesión de semitonos (intervalo entre las teclas blan-
cas y negras de un piano) y tonos (dos semitonos) y, por tanto, puede pensarse como
una secuencia de dos letras T y S, es decir, una palabra de alfabeto {T, S}, más
concretamente la palabra TTTSTTS, ver figura 7. En esta sección veremos cómo
esta palabra, así como la palabra asociada a cualquier escala bien formada, es de un
tipo muy particular: una palabra de Christoffel. Estas palabras toman el nombre
del físico y matemático alemán Elwin B. Christoffel (1829–1900), aunque los prime-
ros ejemplos de palabras de Christoffel son algo anteriores: aparecen en el trabajo
del astrónomo Jean Bernoulli [7], quien estudió estas palabras en conexión con las
fracciones continuas. Actualmente, las palabras de Christoffel tienen numerosas apli-
caciones en otras ramas de las matemáticas: caracterizan los elementos primitivos
del grupo libre generado por dos elementos (ver [8, capítulo 5]), codifican la super-
posición de dos sucesos periódicos (ver [5] y [8, capítulo 6]). . . y, como veremos en
la proposición 8, codifican también los patrones de escalas bien formadas.
Definición. Se llama palabra de Christoffel de pendiente MN a la palabra binaria w
de longitud N ,
ZN
w−→ {0, 1},
definida del siguiente modo:
w(i) =
[
(i+ 1)M
N
]
−
[
iM
N
]
.
Geométricamente las palabras de Christoffel pueden construirse a partir de la
recta y = MN x (ver figura 9). Los puntos de coordenadas enteras que más se apro-
ximan por defecto a la recta son Pn =
(
n,
[
M
N n
])
. Dos puntos consecutivos Pn y
Pn+1 están unidos por un segmento horizontal (resp., diagonal) si w(n) = 0 (resp.,
si w(n) = 1). De este modo, la palabra de Christoffel aparece como «discretización»
de una recta de pendiente arbitraria, al aproximarla al camino en zig-zag que une los
puntos de coordenadas enteras más cercanos a ella. Toda palabra de Christoffel w
de pendiente 0 < MN < 1 se descompone de la forma w = 0u1, siendo u otra palabra
de alfabeto {0, 1}. Además, dada la simetría que se aprecia en su interpretación geo-
métrica, la palabra central u es un palíndromo (se lee igual de izquierda a derecha
que de derecha a izquierda).
Se llama patrón de una escala a la palabra que codifica la sucesión de los distintos
tipos de pasos de la escala. Más formalmente:
Definición. Sea Σ = {0 = x0 < x1 < · · · < xN−1} una escala de N notas con k
pasos distintos α0 < · · · < αk−1 (es decir, xi+1 − xi ∈ {α0, . . . , αk−1} ∀i). Se llama
patrón de Σ a la palabra wΣ de k letras definida como
wΣ(i) = j ⇔ xi+1 − xi = αj ∀i = 0, . . . , N − 1,
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Figura 9: Palabra de Christoffel de pendiente 27 .
donde se ha supuesto que xN = 1 para poder dar sentido al último paso que aparece.
De igual forma se puede definir el patrón del intervalo determinado por dos notas
arbitrarias xi < xk.
Si Σ es una escala generada, por el teorema de los tres pasos, wΣ ∈ {0, 1, 2}∗
(conjunto de palabras finitas de alfabeto {0, 1, 2}). El patrón de una escala WF
de N notas será 0 . . . 0 = 0N si la escala es degenerada, o, en caso contrario, una
palabra ωΓ del conjunto de palabras finitas {0, 1}∗ de alfabeto {0, 1}. El siguiente
resultado, extraído de [14], identifica los patrones de escalas WF no degeneradas con
las palabras de Christoffel y abre las puertas a la formulación de los resultados de
escalas WF desde el punto de vista y la terminología de la combinatoria de palabras.
Proposición 8. El patrón de una escala bien formada no degenerada, de N notas
y multiplicador M , es la palabra de Christoffel de pendiente M∗N .
Demostración. Sea Γ(θ,N) = {0 = x0 < x1 < · · · < xN−1} una escala bien
formada no degenerada de multiplicador M , y sean α y β sus dos pasos distintos.
Según la definición de multiplicador de la escala,
xk+1 − xk = {τM∗(k + 1)θ} − {τM∗(k)θ} = {(τM∗(k + 1)− τM∗(k))θ}.
Por tanto,
xk+1−xk =

α⇔ τM∗(k + 1)− τM∗(k) = M∗ ⇔
[
(k+1)M∗
N
]
−
[
kM∗
N
]
= 0,
β ⇔ τM∗(k + 1)− τM∗(k) = M∗ −N ⇔
[
(k+1)M∗
N
]
−
[
kM∗
N
]
= 1,
donde el lado derecho de las dobles implicaciones se obtiene dividiendo por N la
igualdad central. Se concluye que wΓ es la palabra de Christoffel de pendiente M
∗
N .
Observación. Dada Γ(θ,N) una escala WF de multiplicador M , consideremos las
fracciones M1N1 y
M2
N2
de la serie de Farey FN de modo que M1N1 <
M
N <
M2
N2
sean
consecutivas en FN (y por tanto MN =
M1+M2
N1+N2 ). Sean α = x1 − x0 y β = 1 − xN−1
los dos pasos de la escala. Se puede demostrar lo siguiente:
1. N1 y N2 son las frecuencias de β y α respectivamente.
2. M1 y M2 son las frecuencias de β y α en el intervalo delimitado entre x0 y
xM = θ.
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3. La escala Γ(θ′, N) tiene el mismo patrón que Γ(θ,N) si y sólo si θ′ ∈
(
M1
N1
, M2N2
)
y θ′ 6= {MN } .
4. Resumen de resultados
Las anteriores secciones han mostrado distintas caracterizaciones de las escalas
WF; todas ellas quedan resumidas en el siguiente teorema:
Teorema 3 (Caracterización de las escalas bien formadas). Una escala de N notas
está bien formada y tiene por multiplicador M ∈ Z∗N si y sólo si verifica alguna de
las siguientes condiciones equivalentes:
1. Está generada por un generador uniforme de salto M .
2. Está generada y la fracción MN es un (semi-)convergente del generador.
3. Su patrón es, o bien la palabra 0N , o bien la palabra de Christoffel de pendiente
M−1 mo´d N
N .
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